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Die nachstehende Arbeit ist der Untersuchung zweier 
allgem. linearen Differentialgleichungen gewidmet, welche 
auf die von Herrn Prof. Pochhammer im 71. Bande des 
Crelle’schen J. behandelte Differentialgleichung der allgem. 
hypergeometrischen Funktion zurückgeführt werden können. 

Die Methode, wonach diese Reduction, sowie überhaupt die 
Integration der beiden Gleichungen zu geschehen hat, ist von 
Herrn Pochhammer in der erwähnten Abhandlung darge- 
legt worden und bedarf für den vorliegenden Fall nur un- 
wesentlicher Erweiterungen. 

Herr Pochhammer definiert eine Funktion durch fol- 
sende Eigenschaften: 

1) sie soll das allgemeine Integral einer linearen Diffe- 

rentialgleichung m# OÖ, sein; 

2) sie soll nur die m + 1 Werte a, &%.-. An und © zu 
singulären Punkten haben; 

3) für jeden endlichen singulären Punkt a, soll sie in die 
Summe zweier Funktionen zerlegbar sein, von denen 
die erste einer convergenten, die ganzen positiven Po- 
tenzen von x—ay enthaltenden Reihe mit willkürlichen 
Constanten für die m—1 ersten Coeflicienten gleich ist, 


während die zweite durch Division mit der Potenz 


bytiı—1 F . 
(x — 3,) in der Umgebung des Punktes a, ein- 


deutig, endlich und von Null verschieden wird, und 
eine n!® willkürliche Constante zum Faktor hat; 


— 4 — 


4) für den singulären Wert © soll sie in die Summe 
zweier Funktionen zerlegbar sein, deren eine nach Di- 


vision durch die Potenz x“ " einer convergenten, die 
negativen ganzen Potenzen von x enthaltenden Reihe 
mit willkürlichen Constanten für die m — 1 ersten Co- 
effiicienten gleich ist, während die andere, welche die 
n‘® willkürliche Constante enthält, ebenfalls nach Di- 
vision durch eine Potenz von x für alle hinreichend 
grossen Werte von x eindeutig, endlich und von Null 


verschieden ist. (Cf. Cr. J., t. 71, p. 324.) 


‚Aus diesem Verhalten der Funktion bei ihren Unstetig- 
keitspunkten wird der Beweis erbracht, dass dieselbe einer 
Differentialgleichung von der Form genügt: 


kız='o 


+ D von en 
(1) k=m-—1 


dE 
er Ak D)n-r-—ı VA (| nn =, 


worin A, eine ÜUonstante bedeutet und die Funktionen @(x) 
und $,(x) die Werte haben: 


oe) R— a) RK — %)....(X — am) 


Karma 
oX) x na Xemeh x—An 
Die Funktion selbst wird dargestellt durch das einfache 


bestimmte Integral 
h 
Vi (u dat x) (u Kar a,)dı-1 (u RE a,) 1 ah 
ee 
(u — a.) =" du. 
Ganz entsprechend sollen in den S$ 1 und 6 dieser Arbeit 


aus den dort gegebenen KEigenschaften zweier Funktionen 
die Differentialgleichungen abgeleitet werden, denen dieselben 


U ee: 


Genüge leisten. Es wird sich zeigen, dass diese Differential- 
gleichungen die allgemeine Form haben: 


d’» da—1 
os) u 77 ß& — 2n), PX) + 2) | Auer 
kzo 
Se 32 am Krank k arts FEB (2n—k) (x 
(3) EN 2 )2 k 9 ( ) 


lan Kr mars DATE TOR) 


= (%, ER k Fur 1) 2n—k—2 ee | 


[8 


IN 
dxk er 


woo(x), d, (x) und d, (x) Funktionen vom 2n!®, 2n — 1! und 
2n— 2!" Grade bedeuten, die jedoch in beiden Fällen verschieden 


sind. Stellt man die Funktion y durch das bestimmte Integral 


h; 
(4) Br (v — z)u1Ndv 
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dar und substituiert letzteres in Gleichung (3), so wird man 
in beiden Fällen auf eine Differentialgleichung 2° Ordnung 
geführt, von deren Lösung die Integration der Gleichungen 
2n!® Ordnung abhängt. Aus der Identificierung dieser Gl. 
2. ©. mit der bekannten Gauss’schen Differentialgleichung 
ergeben sich die Werte der Funktionen @ (x), (x), (X) 
und ®. Das Integral (4) nimmt die Form eines bestimmten 
Doppelintegrals an, in welchem die allgemeinen Grenzen durch 
die singulären Werte der Funktionen und die unabhängige 
Variable ersetzt werden können. 

Der umgekehrte Beweis, dass die Funktion y, welche 
der Differentialgleichung (3) genügt, wirklich den an sie 
gestellten Bedingungen hinsichtlich ihrer Ein- resp. Mehr- 
deutigkeit an den singulären Punkten entspricht, wird an 
der Hand von Untersuchungen geführt, welche Herr Prof. 
Pochhammer im 104. Bd. Cr. J. über eine Klasse von Funk- 
tionen von der Form bestimmter Integrale veröffentlicht hat. 


Die $$ 3 und 7 der Arbeit behandeln die Erweiterung der 


m. n‘® Ordnung. Es wird bewiesen, dass jede derse Ä 
eine Differentialgleichung m“ Ordnung reduciert ;E 
kann, welche, mit der Gleichung der allg. hyperg 
schen Funktion identificiert, beide Male eine hinreie en 
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Anzahl von Bestimmungsgleichungen für die Üoefficien a 


Verhalten bei den singulären Punkten in den $S$ 5 u 
vermittels der Untersuchungen des Herrn Pochhamme 
gethan wird. le (5 


ae > 
EN! 


Sul. 


Es soll eine Funktion durch folgende Bedingungen de- 

finiert werden: 

1) sie soll das allgemeine Integral einer Differentialgleichung 
2nt“ Ordnung sein; 

2) sie soll nur die n+2 Werte a, a3, --.:. Antı, @| zu 
singulären Punkten haben; 

3) für jeden der beiden ersten singulären Punkte a, und 
a, soll sie zerlegbar sein in 2n —1 eindeutige und ein 
mehrdeutiges Integral mit den bezüglichen Anfangs- 
exponenten , 4, +%,—1,, +4, +%—1; 

4) für jeden der anderen endlichen sing. Punkte a, bis 
Au+ı soll sie in 2n —2 eindeutige und 2 mehrdeutige 
Integrale zerlegt werden können, letztere mit dem ge- 
meinsamen Anfangsexponenten y + % — 2, wv=3, 
a El BR 

5) in der Umgebung des Punktes x = » soll sie sich derart 
verzweigen, dass 2n — 2 mehrdeutige Integrale mit dem 
gemeinsamen Anfangsexponenten %, —1 und ausserdem 
noch zwei andere, wie Potenzen von x mehrdeutige 
Integrale existieren, von welchen das eine den Anfangs- 
exponenten ,+%,+P; +Pı + -- Pntı—2n-+1 besitzt; 

6) Logarithmische Integrale sollen ausgeschlossen bleiben. 


Diesen Bedingungen gemäss gehört die Differentialglei- 
chung, welcher durch obige Funktion genügt wird, in die- 
jenige Klasse von Gleichungen, deren allgemeine Form von 


Herrn Fuchs im 66. Bande des Cr. J. Abschnitt IV Nr. 12 


bestimmt worden ist. 


— 8 — ” 
Wir wollen ihr die folgende Gestalt geben: 
ey A 


a dx Mn) dx" var Te 
fon2(X) Er ) 
ax)” a 
worin fyu(x) eine ganze Funktion v!® Grades von x und 
X) = (X — 3)(X—3,)(X— 3) ...... (X — An-+ı) 


ist. 

Das Verfahren, welches Herr Pochhammer im 71. Bande 
Cr. J. zur Bestimmung der Coeffiecienten fy(x) angewandt hat, 
soll auch bei diesen Untersuchungen Verwendung finden, 
bezgl. der genaueren Diskussion muss jedoch an die erwähnte 
Abhandlung verwiesen werden. 

Da die Funktion in der Umgebung des singulären Punktes 
x=a, 2n— 1 eindeutige Integrale besitzt, so muss folgendes 
System von Bedingungsgleichungen erfüllt sein: 

Ro.(a,) en 0, 
Ryn(a)=0, Rn-ı(a,) = 0), 
Ru.) =0, Rn-ı(a)=0, Ra) = 0, 
Rn9”9(a)=0, Rum (a)=0,...... R/,(a)=0,R,(a)=0, 
wobei allgemein | 
Bel) : es 
Ka) ok 


gesetzt wurde. (Of. Pochh., Cr. J., t. 71, p. 326.) 


Es bedarf nur der Erwähnung, dass für den singulären 
Punkt x=a, in dem vorstehenden Gleichungssystem nur a, 
mit a, vertauscht zu werden braucht. 


Da ferner nach unserer Definition in der Umgebung von 
x» b=3,4 ....n+1) 2n—2 eindeutige Integrale vor- 
kommen sollen, d. h. in der Reihe 


y= 9 tu &—- 9) +, —H)+ .:.. 


dd 


die 2n —2 ersten Coeflicienten willkürlich sein sollen, so 
werden wir auf n— 1 Gleichungssysteme geführt von der Form: 
Ra„(a,) == 0, 

Ra) =0, Rn-ılav) = 0, 

Rılav)=0, Ran-ılav) = 0, Ran-.(av) = 0, 


Bee a ern la Fr ef a or 


Aus der Existenz dieser sämtlichen Bedingungsgleichungen 
lässt sich unmittelbar erkennen, dass die Funktion R3,(x) 


den Faktor: 


ER 19 zuhe 6- Some 79 ante 6: Same 99 RE (X — 1)? 
enthalten muss, allgemein die Funktion Rı(x) den Faktor: 
TERN N Te (X — HH) 


Demnach ist fin(x) durch das Produkt 
(& —3)(X —a,) | &— a) & —- 3)(&— 3)...(& — An+1) | An 
2): | 0 (x) 2 
teilbar. Der übrig bleibende Faktor ist von der Ordnung: 
k-n— (n+N)k—2)—-2=2n—k, | 
und wir haben mithin die Relation 
fin (X) = (X — a) (X — 3,) [oJ]? pn (X), 
durch deren Substitution die Gleichung (1) die folgende Ge- 


stalt annimmt: 


= (x —a)(x 


EN 


2n—2 
VENEN 
dxyı-1 


’ dx?n-2 m. 


d’ny 
O9n(X) dxaı + On-ı (x) + On (X 
.@) 


d 
HAITI +RRy=0, 


worin @ (x) eine ganze Funktion k!®" Grades bedeutet und 
AR) R— 1) a) — 3) (Ro... (X — Any)" 
zu setzen ist. 

Wir haben nun ferner das Verhalten der Funktion y bei 
x—= m in Rücksicht zu ziehen. Auch hier möchten wir des 
Ausführlicheren auf die Arbeit von Herrn Prof. Pochhammer 


Bet 


hinweisen und uns damit begnügen, die dortselbst geführten 
Untersuchungen auf unseren Fall anzuwenden. 

Dem Umstande, dass bei x = ® 2n — 2 zusammenhängende 
Integrale vorkommen, entspricht das folgende Gleichungs- 
system: 

Pond, 
Paris) 0, Pt, 
(3) Fon-5 (0) Ser 0, F'an-5 (0) iry 0, "n-5 (0) = 0, 


je.) ae Be ee Vetter a a wine eo .8 Kon ta ale ame age 


wobei Fx(t) (für t=0) gleich dem |]. c. p. 330 unter (7) ge- 
gebenen Ausdruck ist, wenn man statt n, 2n einsetzt. 

Durch die Gleichungen (3) werden sämtliche Constante 
der Funktionen @u-3(X) ...... o,(x) bestimmt. Die Anzahl 
derselben ist 

(2n —2)+(2n—Bd)-+..... +2+1=(n—1)2n—|]). 

In der That beträgt die Anzahl der Gleichungen ebenfalls: 

1+2 4... + (2n—3)+ (2n —2)=(n—1) @n—|]). 

Herr Prof. Pochhammer stellt am Schlusse des ersten 
Teiles seiner Abhandlung eine Relation zwischen drei Coeffi- 
cienten der Funktionen F,(t) auf. (C£f. 1. ec. Nr. 13 p. 333.) 
Ganz analog und auf demselben Wege ergibt sich in unserem 
Falle eine Relation zwischen 4 Coefücienten der folgenden 
Art: 

= —k— 1)n—ı (2n — k)! (2n — M)on—x 
(22 — k— 1), Con, nu — & — kK— Dan-x-ı (2 —k— 2)! 
(4) (2n — 7 Dektı (2n nk 2): Con—1, n—p—1 
+ — k— Van (22 — k—2)! 
(2n — DM — Don-k-—2 C2n—2, 2n—u—2- 
Setzt man nun: 
Oan—ı (x) = (%— 2n) Pa(X) + v,(&) 

9-28) = — 20 +1), P"a(X) + m —2n +1) WR) + WR), 


Be 


und stellt andererseits die Funktionen @,(X), Pan-ı(x) und 
Om-2(x) durch folgende Summen dar: 

HK) Er HART HART ..... 

Om) = Br B, x? ...... +Ba-2:x+ Ban—ı 


Om-.2(X) == > ee — G, : x2n—3 — ET 


nn Ann-ı Enz An 


+ Onm-3'X+ Un-, 


so wird: 
Can, zn—p. = Ay; Can-1, 20—4—ı = (A — 2n), (2n — a) Au Bu 


Can—2, 2-22 = (%, — 2n + 1), (2n —u)(2n — u — 1) Au 
+%—2n +1), (2n — u —1)Bu + Cu. 
Die Substitution dieser Werte in die Relation (4) ergibt 


folgende Gleichung: 
Cr, ku = (%; — k— D)n-x (2n — k)!(2n — W)an_x ' Ay 
+ —k — Dan-x-ı2n —k— 1)! (2n — u — N)2n-x—ı ' Bu. 
+ (% — k — Nan-x_2(2n — k — 2) !(2n — u — Mon.’ On 


Es wird demnach zu setzen sein: 
(8%) = (da —k— Dan-x 9m "79 (x) 
+ %— k— Dan db, R-EV (x) 
u 0 Ga DEREN 2 6:9 
Indem man nun noch statt @3, (x) einfacher £ (x) schreibt, 
und die Werte für @.(x) in die Gleichung (2) einsetzt, ergibt 
sich folgende Form der Differentialgleichung 2n!“ Ordnung: 


din d’n—1 
2 [20 + 


k>eig 
+ %, -De[0, Dar 099 @) 
(5) k=2n—2 
+ Mark -— 1 on. bMRzEl) (x) 


d&y 
dx: — % 


I el ee DR EEE nn | 


in welcher @(x), db, (x), b,(x) ganze Funktionen 2n'*" resp. 
(2n—1)'® und (2n—2)'e® Grades vorstellen. 


ER 


Es soll nunmehr gezeigt werden, dass man diese Gleichung 
auf die hypergeometrische Differentialgleichung 2! Ordnung 
zurückführen, und sowohl in Bezug auf ihre Coefficienten 
durch die oben erwähnten Bedingungen vollständig bestim- 
men, als auch ihre Lösungen in einer einfachen geschlosse- 
nen Form erhalten kann. 


Bekanntlich darf man der linearen Differentialgleichung 


2ter Ordnung, welcher die Gauss’sche hypergeometrische Reihe 
Genüge leistet, die folgende allgemeine Form geben: 


a 
8: (X) K — 2 Ur (| En 
(6) . 
a [® DE) + A Dig (| y-0, 


worin 


RX) = (X — 3)X — 3) 


On Feuers) 


x—3, 


zu setzen sind. Die Integrale dieser Gleichung werden durch 


den folgenden Ausdruck dargestellt: 


h, | 
= for (u — x)! (u— 3,)Pı (u — 3,)P-1du, 
51 


wenn wir den Integralgrenzen &, h, die Werte a,, 3, @, X 
beilegen. Die durch (6) definierte Funktion y hat die folgen- 
den Eigenschaften: 


In der Umgebung der beiden endlichen singulären Punkte a, 
und a, kann sie zerlegt werden in die Summe von zwei Haupt- 
integralen, von welchen das eine wie die Potenz (x — ay)Putrı-1 
(„=1,2) mehrdeutig, das andere dagegen eindeutig ist, wäh- 
rend in der Umgebung von x= mw zwei, wie die Potenzen 


xA—-1 und xAı+Pı+Ps—-1 mehrdeutige Hauptintegrale vorkommen. 


"a et 


Setzen wir nunmehr das bestimmte Integral 


h, 
() Eh (v— x)h1.B.dv, 
82 


wo ®B eine Funktion von v allein und g,, h, Constante be- 
deuten, in die Gleichung (5) ein, so nimmt diese, vorausge- 
setzt dass , —2n>O sei, die folgende Gestalt an: 
| 1) 2)... — 20): P (x): (vx)a-m-1 

+ -D)% —2)....& —2n-+]) 

[9-2 9) +) Ir 

+ —- DM —2)....0, — 2n + 2) 
|» —2n+ "+ +1) +] 


h . (v an x)A,—2n+1 


YA Bdv +... ER | 
% ee les 
+ N — Kk— Dan-ı-ı RTITUR) 
+ —k— Den. : dm k-2) (x)] .(V-X)h—k-1 


+ [9% — Danp (X) + — Dan-ıb RD (x) 
+0 — D-29910, 

welche sich nach Division mit dem gemeinsamen Faktor 
Gl) —2).en.: %—22n +3), —2n+2) 


leicht zu folgendem Ausdruck vereinfachen lässt: 


h, | 
fr B-(—2n + 1), — 2n) (9 x) am 
83 


2n\ 


8 
+. Aaamz).7 I Kdv 
2n! 


ee 


1.2 


K)+ ER): an: + e"(x) 


en 
"AR ER 
h, TERRTAER ; b2 
Ir B- W SB 2 Yr y = = EN Away IE 176 ’ 

83 u 
ae Br: 
vax DE. 

+. u A L,n=2) (x) m in ö dv a 
h, I! 


LE) +) IE 


BB. (v — x) 


83 


‚A 8): 2: 
na er A 
Iv—W, 


: 4 


2n—2 Ve 
+ Oz = 


Klammern befindlichen Ausdrücke: 
h; 


mn): [vorm RN Bd 


ER 


+ ER) ‚f voran) Bd 
2) | 
h, h 2 kr Fi N 
(v— x)h--. 2): Stroh 
7 82 
Indem nunmehr auf die beiden Eren Integrale die . 


Re der teilweisen era so ga RSS angewendet: 


h, - | 4 
u +/ ne Fans. At: 3% 


va Ne | 
eo > 
woselbst unter M der Ausdruck 2 
— (,—2n-+1)(v — x )aolv): -B+ fi -- ae 
[9 ma So] I F 


verstanden wird. 


N ge 
Werden die Grenzen g, und h, so gewählt, dass der Aus- 


ve 
druck [M] verschwindet, so ist die Forderung, dass ® eine 
vg, 


Lösung der Differentialgleichung 2° Ordnung 


EW):®) 


Adv) -®) Me 
dv? a EN 


sei, zugleich eine hinreichende Bedingung dafür, dass das 
Integral (7) der Differentialgleichung (5) Genüge leistet. 


Wir substituieren in Gleichung (8) für ® den Ausdruck 


a (V — An41)Pa+2.V—=g(v):V 


VB = (vV — 3,)Ps?(v 


und erhalten demgemäss die Gleichung: 


dV 
a [ann — Eu - 


dig , ROT. vr 


+ [19-4 


welche in dieser Form mit der Gleichung (6), nachdem in 
letzterer an Stelle von y und x V und v gesetzt und die 


ganze Gleichung mit 


(v— a,)a(v —a,)%...... (V — Ay) 


multiplieiert worden ist, identisch gleich gesetzt werden soll. 
Aus diesem Verfahren ergeben sich folgende drei Gleichungen: 


al 
aa en] 


dv 


4 (V — 3)... (V m) g(v)q(v) 


= v3)... rar)" wm) 
21) FEN] 


dla(v)- d? :o(v 
MODRN OBER: GRETGO BIER OB 20) 


= (v—3)....(V— a1) 2 &— DE", v) + AD); 


ne 


aus denen die drei Funktionen (x), b,(x), %,(x) in nach- 
stehenden Ausdrücken erhalten werden: 


A = RU) 3) KL — 2) (KR 3)....- &— 41)" 
D,(X) a 2 = 
| ya X x): A,(x) + A,(X 
= Lu) + Lie) Au) + Außo) 


wenn man unter den rechtsseitigen Funktionen folgende Aus- 
drücke begreift: 
1.) = —— ee EB tee 3 an 
L,&)=L,&) + L’@®) 
a a pt 
--4 X—ı 
Pt Pp+trdı— 1) 
&—-2)®— 3%) 
Indem man den Wert von ® in (7) einsetzt, erhält man 
die Funktion y in der Form eines bestimmten Doppelintegrals. 
Es ist nämlich: 


A,&)= 


ha 
y -f (v_x)h1 (va, 2(v-a,)92 (v2) PH dv 
(10) - \ 


S (u — v)Al (u — a,Pı7l(u — a,)e!du. 
81 


Als Integralgrenzen sind an Stelle von g, und h, die singul. 
Werte der Funktion: a,, 3, ... +1, © und die Variable x 
anzuwenden, während für g, und h, nur die Werte a,, 3, © 
und v in Betracht kommen. 

Wir haben seither die stillschweigende Voraussetzung 
gemacht, dass wir die Grösse M für die genannten Werte 
der Grenzen g, und h, zum Verschwinden bringen können. 
Jedoch bleibt noch zu untersuchen, welche Bedingungen 
hierzu erforderlich sind. 


a mn & 


Erstlich ist nun sofort zu ersehen, dass M fürv=x ver- 
schwindet, wenn 


% — 2n>O ist. 


Substituiert man ferner für V das bei v=a,oderv=a, 
mehrdeutige Integral, so verschwindet M unter den beiden 
bezüglichen Voraussetzungen: 

Ppı + r>0, pP + >00, 
während hingegen das für v=a, oder v=a, eindeutige In- 
tegral den Ausdruck nicht zum Verschwinden bringt. Bei 
Anwendung des Wertes a, für die Grenzen g, oder h» kann 
also nur das Integral 


y“ — v)A1 (u 


und bei Anwendung des Wertes a, nur das Integral 


a,)Pı=1 (u 3 a,)P1 du, 


v 
Sant wann (ae u 
Ay 


an Stelle von V genommen werden. 


Die Funktion V ist nach ihrer Definition in der Umgebung 


der Werte a,, &, ... Au+ı durchaus eindeutig. Dementspre- 
vhend verschwindet M bei jedem Wert von V, vorausgesetzt 
dass für v=9,4....ben-+l | 

PB #12 OÖ ist, 


Für V kann jedes particuläre Integral der Gleichung (6) 
verwendet werden. 

Schliesslich wird im Falle v= » das Verschwinden von M 
durch die Ungleichheiten 

u+%b+Pp+Pp+---- + Par 2n+1<O0 
u, +%b+Ppı +Pp+P-+Pı + :---- + Pıtı —2n <O 

bedingt. 

Zum Schlusse dieses Paragraphen wollen wir ein Schema 
aller bei den singulären Werten vorkommenden Haupt- 
integrale der Gleichung (5) aufstellen. 


DD 


DR 
Schema: 


Du, z)=V za iv —ajer. ya 
(u — v)u-1 (u — a,)Pı1 (u — 3,)e—1. 


I. Hauptintegrale in der Umgebung von x =a.. 


a. ein mehrdeutiges: 


Se jS°® voR)idur 


b. 1) ein eindeutiges: 


SWS °® v, x) du; 


2) 2n —2 eindeutige: 


[6 h, 
Je] ev od v=3,4...n-+1]). 
ay 81 


II. Hauptintegrale in der Umgebung von x= a, 


a. ein mehrdeutiges: 


SS ® vl dus 


db. 1) ein eindeutiges: 


SS r® v, x) du; 


2) 2n— 2 eindeutige: 


(6) h, 

S® DWv, S)du; Wen, hr, 

Ay 81 

II. Hauptintegrale in der Umgebung von x = a, 
=, 4... 20. 


a. 2 mehrdeutige: 
x h, 


Wi I Du, v, x) du; 
a, DER 


a 


b. 1) zwei eindeutige: 


S® D2(u,v,x) u [vw faon x) du; 


2) 2n —4 eindeutige: 
6) h, 


Pr D2(u,v,x) du 
a 81 


n 


n=3,4...v—-1,v+l,.....n+1l. 


IV. Hauptintegrale in der Umgebung von x—= «. 
Mehrdeutige: 


SWS er» au, iv [Om 2 du, 
SW fer du fo fewn» du 
a, 81 An Ag 


WE AD... incl); 

In den Fällen, wo im obigen Schema die Grenzen g,, h, 
nicht durch bestimmte Werte ausgedrückt sind, darf gemäss 
den vorstehenden Bemerkungen für V ein beliebiges parti- 
kuläres Integral der D. Gl. 2. O. verwendet werden. 

Im folgenden Paragraphen sollen diese Integrale auf ihre 
Ein- resp. Mehrdeutigkeit geprüft werden. 


82. 


Zu diesem Zweckefmöchten wir auf die Abhandlung hin- 
weisen, welche Herr Pochhammer im 104. Bande Cr. )J. 
unter dem Titel «Ueber eine Klasse von Funktionen einer 
complexen Variablen, welche die Form bestimmter Integrale 
haben» veröffentlicht hat. Derselbe zeigt in dieser Arbeit, 
dass sich das Verhalten einer solchen Funktion bei einem 


ed 


singulären Punkt aus dem Umstand erkennen lässt, ob die 
Curve der unabhängigen Variablen den Integrationsweg 
schneidet, resp. einschliesst, oder nicht. Der erste Fall, dass 
nämlich die x-Curve den Integrationsweg schneidet, kommt 
bei unseren Integralen nicht in Betracht, wohl aber der zweite 
und dritte Fall. 


Bezeichnen wir das Integral des vorigen Paragraphen 


durch den Ausdruck: 


h, 


(1) y = ff — x)Aal.Q(v)dv- Sk (u — v)Aa-1P(u)du, 


P3>—2 ( 


worin Q (v)=(v—3,) W— a) 


P (u) = (u— a,)Pı—1 (u—a,)Pa71, 


so werden wir unmittelbar angeben können, für welche Werte 
der Integralgrenzen die Funktion y eindeutig bleibt, wenn 
die unabhängige Variable x einen ihrer singulären Punkte 
umkreist. Dies wird nämlich immer dann der Fall sein, wenn 
die Bahn der Grösse x den Integrationsweg weder schneidet 
noch umschliesst. Bedeuten demnach g,, h, zwei singuläre 
Werte der Funktion y, so ist das Integral (1) in der Um- 
gebung aller übrigen singulären Punkte eindeutig. Auszu- 
nehmen sind die beiden singulären Werte 9, und h, selbst, für 
welche die Bedingung, dass die x-Curve den Integrationsweg 
nicht schneiden soll, nicht mehr zutrifft. Die Frage, ob die 
v-Curve den Integrationsweg g,, h, durchschneidet oder 
nicht, ist ohne Belang. Hiermit ist nun direkt bewiesen, dass 
die im Schema des vorigen Paragraphen als eindeutig auf- 
geführten Integrale diese Eigenschaft wirklich besitzen. 


Betrachten wir ferner die beiden Integrale: 


K: h, 


(2) ie (v— x)A-1.Q(v)dv J: (u — v)Aı-1.P(u)du und 


Br ie 
(3)  vw— x)u-1Q (v)dv- (u— v)ı—1.P (u) du 
8: 8 
für den besonderen Fall, dass x eine Curve um die untere 
Grenze g, beschreibt. Sind die Grenzen g, und h, von 9, 
verschieden, so ist das Integral 
un 
(u — v)Aı-1.P(u) du 
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in der Umgebung des Punktes v=g, eine eindeutige und 
stetige Funktion von v (ef. Pochh. 1. c.$ 1). Wir haben nun 
die beiden Fälle zu unterscheiden, ob @ (v) für v=g, eine 
eindeutige oder wie eine Potenz (v— g,)! mehrdeutige Funk- 
tion ist. Im ersteren Falle nimmt das Integral (2) bei der 
Umkreisung des Punktes g, den Faktor e?"!%: auf, während 
es sich im letzten Fall nach Umlauf von g, um den Faktor 
e2%i+N von dem ursprünglichen Wert unterscheidet. Hier- 
aus folgt, dass das Integral (2), sobald g, und h, von g, ver- 
schieden sind, in der Umgebung des Punktes x=g, entweder 
gleich dem Produkt 
(x<— 9,)® F,(x) oder (x — 8.) F,(x) 

ist, (wo F,(x) und F,(x) in der Umgebung von x=3g, ein- 
deutig sind), je nachdem Q(v) eine ein- oder mehrdeutige 
Funktion von v—.g, vorstellt. 

Es bleibt noch das Integral (3) zu betrachten übrig, und 
zwar werde g,=g, genommen. 

Ist P(u) wie eine Potenz (u— g,)® mehrdeutig, so nimmt 


das Integral 
v 


S (u — v)Aı-1P(u) du 


bei einem Umlauf der Variable v um den Punkt 9, den 
Faktor e2"i&ı+9) auf, d. h. wir können statt dieses Integrals 


eine Funktion 


a N 
(v es Er ER (v) ) 


wo F(v) für v=g, eindeutig ist, in den Ausdruck (3) sub- 
stituieren. Nun kommt es wieder darauf an, ob die Funk- 
tion Q(v) für v=g, ein- oder wie oben mehrdeutig ist. Ent- 
sprechend wird das Integral (3) den Faktor eißHAı+9) oder 
e2Fi@yHAıHY+D) aufnehmen, d. h. wie die Potenz (x — g, ++, 
resp. (paar mehrdeutig sein. 

Bezüglich der Bemerkungen über das Integral (1) ist noch 
nachträglich beizufügen, dass dasselbe in dem Falle, wo die 
x-Curve den Integrationsweg umschliesst, den Faktor e"’% auf- 
nimmt. 


Diese kurz rekapitulierten Untersuchungen führen nun 
zu dem Schluss, dass die Integrale Ia und Da für x=a, 
resp. a, wie Potenzen (x — a,)»+ı+Pı resp. (x — a,)'Fr+P: mehr- 
deutig sind, dass ferner die Integrale IIa in das Produkt 
einer eindeutigen Funktion mit einer Potenz (x — ay)\+Pv 
(v=3,4,5...n-+-1) zerlegt werden können, und dass bei jedem 
dieser singulären Werte zwei benachbarte Zweige vorkommen. 


Auch die Integrale IV des vorstehenden Schemas werden 
ohne Weiteres als mehrdeutig wie die Potenzen: 


Its tPıtPatP3t..».—+P +Aet+P3t+P+P +... + 
xMtigst+PıtPatPs BR xAıtdetPs+Ppı+P; Du, 


x% (2n—2 benachbarte Zweige) 
erkannt. Alle diese Anfangsexponenten unterscheiden sich von 
den, in den Bedingungen des $ 1 gegebenen nur um ganze 
Zahlen (p. 165). Um die Anfangsexponenten selbst zu erhalten, 
müsste man in den Integralen des vorigen Paragraphen gewisse 
Substitutionen vornehmen, welche auf die Integralgrenzen O 
und 1 führen. Dieses sehr einfache Verfahren zeigt die ge- 
naue Uebereinstimmung der Eigenschaften der allgemeinen 


Funktion, wie sie zu Anfang des $ 1 gegeben wurden, mit 
denen der Integrale unseres Schemas. Mithin stellen diese die 


Zweige der Funktion im Bereich der singulären Punkte vor. 


Br a 
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Wir wollen nun unsere Aufgabe verallgemeinern und eine 
Differentialgleichung mn!® Ordnung mit n+m—-1 singulären 
Punkten untersuchen, welche als speziellen Fall für m =2 die 
vorher betrachtete Gleichung in sich schliesst. 

Wir mögen als allgemeine Form dieser Differential- 
gleichung die folgende annehmen: 


gem dem—1 
| dam) +4 [SL 


+ | dam + 1,979) + dam + 19 +0 | 
—....+(—1)” R — mn + m — 1)1p®) (x) 


+ l— nm + m — Nm ATIR) + ...... 


1 nm—m 
(h + ((— nm + m — 1), Y/n-ı (X) te 


ko 
+ I, (Del — Dan ıpn-n(@) 


k=znm—m—1 


wi (l —k— Lan k1 erh) (x) u RR 


k 
+1 k— Dan-son  Yamn-kn (5) | TE = 0, 


dxK 


won und m beliebige positive ganze Zahlen bedeuten sollen, 
l eine Constante und o(x), d, (X), L(X).....Lm(X) ganze Funk- 
tionen vom nm!®, (nm — 1)!®, ..... (nm — m)!®® Grade vor- 
stellen. 
Die Substitution: 
h, 
(2) y- (v—x)1.B.dv, 
&2 
in welcher ® eine Funktion von v allein bedeutet und g, 


BusEsre lie Wera a... Amy een Amın 141005. .X° AD- 


nehmen kann, gibt der Gleichung (1) die Gestalt: 


A—-DA—2.... Anm) o@)-v— mir 


d—1)l—2)....l—nm +1) |! — nm),o'@) 
+ DR +... 


(—-1A1—2)...I—-nm-+m) | I!—nm +m—1)np®(x) 
; + l—nm + m — 1)m-ı dTV (x) 


} Hosen. + (I— nm +m— 1), Y’n-ı (X) 
Fi % dv AL On (x)] (v Rh 3. Pk ae Ke 
+... +41 (d-2)...)I-k) [A-k-1)an- pm 3) (x) 


IK Den ar 
+12. HKD) am kn Un RE) (x)] (v_x)I=E1 


+... + [A — Dan ge®) (&) + (I— Damp RRD 
+... 1 Damm KIN 0. 


Ä 


Für den Fall, dass eine der beiden Grenzen g,, h, gleich 
der unabhängigen Variable gesetzt wird, muss die Bedin- 
gung 1>nm erfüllt sein. 

Wird dieser letzte Ausdruck durch den gemeinschaft- 
lichen Faktor: 

(l eh una 
dividiert und das Integral in Summanden abgeteilt, derart, 
dass jede Funktion (x), W (X)... Ym(X) einzeln in einem 
solehen vorkommt, so erhält die Gleichung folgende Form: 


h, 
R l—nm) I—nm-+1)...A—nm+m— 1) (v— x)Iman-ı 
832 


2 
v— 


[++ 1 =) + 


nm 
Ve: 


IV: x " 
5 09 


oa) ©| ‚Bdv 


nm! 


se 
h 


e- (l —nm- 1) Be l—nm+m—1) (v Sum 
82 
nm—1 


ua Tenor. + mom re |ai 
bh; 
lee, je (v — x)!-am+m-1 |». 2 n(&) 
82 
Aare; Se Yan &| Biv=0. 


Berücksichtigt man ferner, dass die in Klammern befind- 
lichen Grössen nach dem Taylor’schen Satze bezüglich gleich 
eo (v), Yılw)-«dm(v) sind, so lautet unsere Gleichung: 

b; 

JM (I-nm) (I-nm-+1).... I-nm+m-]) (v—-x)mm!o(v)®Bdv 

2 K, 

Emm l)d-nm+2)... (I-nm+m-1)(v-x) my, (v)-®dv 
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h, 
+... uf l—nm + m— 1) (y— x)mmatn2.9,-1(v): ®dv 
82 


h; 
> SR (vo xymantmmiy, (v)-Bdv=0. 
8a 


Indem man nunmehr auf die einzelnen Integrale dieser 
Summe die Methode der teilweisen Integration so lange an- 
wendet, bis unter allen Integralzeichen nur noch die Potenz 
(v— x)I-ım+m—1 vorkommt, so geht der vorige Ausdruck in 
den nachstehenden über: 


a = are) Bd Abm) Bi 
[IM] Bir (v ei: x) I-nm+m-1 - ! TE TE ES Eee 
3) u u m 


dv dym—i 


2 ahnt: SZ NdRen 


+ Dep): 8 | =0, 


ae 
worin M den folgenden Wert hat: 
M=(—nm-+ m — In (v—-xz)mo(v)-B 
—l—-nm-+m-— l)„-. (v—x)mu+l DZ UV (V): | 
AH): B) ALL] 


+ (lI- nm +m—1)n-s(v—x)!m+2 | 


(4) dv’ dv 
+4) 8 — ...+ (1) —x)l-mm4m-1 nd 
nn a 2] 


Ueber diese Grösse M werde vorläufig die Annahme ge- 
macht, dass sie für v=g, und v=h, verschwinde. 
Falls es nun möglich ist, die Differentialgleichung m’ 
Ordnung 
ka larrn aele 


(5) Aym ES + (—1)® Um (v) B—N 


zu lösen, so ist hiermit auch die Integration unserer Differential- 
gleichung n-m!® Ordnung geleistet. 


Setzen wir in die Gleichung (5) für ®B den Wert ein: 


(6) B=(v-an 4) TH (van) mr" So ae 3 V 


— PiyjeW 


und ordnen dieselbe nach den Derivierten von V, so wird . 


a a [Hr EOTTT 


dv dvani 


+ [u Pin, MENGEN] 
lot) BOOT] dv 


A a 


(9°) + (m), 


+ Tr EN... 


5 PP) deTV 
+ I Tr 


we 


+ De 


(5°) en (2), d’ [(dm—2 ie P(v)] SR 


U jr al EX ar Er ur > 


+ 1m), LO Re a 


Diese Differentialgleichung m*® Ordnung werde identisch 
gleich gesetzt mit der Differentialgleichung der allgemeinen 
hypergeometrischen Funktion m*® Ordnung, welcher wir in 
diesem Falle die Form geben wollen: 


1 [am +9 


| (7) —- (—1)e7 A —k — Nn-g®-® (v) 
Sl 
+Ni—k =); 
wo 
a«v)=(v—3)(—3)..... (V — An) 
EIv Pı Re P> DENE Pın 
GlYK UV a v7, V— An 


zu setzen sind. 
Das allgemeine Integral dieser Gleichung lautet: 
h, 
(S)EHV = (u—v) (u a... (u—a,)’m "du. 
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Nachdem Gleichung (7) mit dem Faktor: 
(9) (Van) Dry — am a) TH2.. (V—Am4n-1) na =P(v) 


multipliciert und mit (9%) identisch gleich gesetzt worden ist, 
wird folgendes System von Gleichungen erhalten: 


o(v) -Pv) = ®(v).q(v) 


(10) EN a am) + re] 


pw) Po) — (m), 


Zus ch 


dly,(v) PO] 
. dv 


m, Re 


b,@) EN) Am 3) ns 
=-P?(w)A— m+l,"’(M)+A—m-+N,r(m)] 


IDEE me re 


(10) nu mi (— 1)’(m), a. = ®(v) IR ae ee ee 1)yq)) (v) 


+ — m +v—Drld)(w)] 


u. he ein a Frl D out ri el Se Die, fat Div EB ET Zune 


ae 


d” [eo (v)Pw)] 
ya 
— PR — Day) + AR—1)n-ır 97V (m). 


Um aus diesen Gleichungen den allgemeinen Term by(x) 


+ )>ima 


zu erhalten, kann man das folgende Verfahren einschlagen. 
Man multipliciert die erste Gleichung mit (m),, die zweite 
mit (m — N),_ı u. s. w., die v— 1) mit (m—v-+1), und 
differentiiert die erste Gleichung v mal, die zweite (v—1) mal 
etc., die (v— 1)! einmal. Bei der Addition der v ersten 
Gleichungen fallen auf der linken Seite sämtliche Glieder, 
ausgenommen »,(v):P(v), fort. Wird nun die rechte Seite 
nach Ableitungen von ®(v) geordnet und überall v durch x 
ersetzt, so ergeben sich folgende Werte: 


AR)=(x-a,) (&-8,)..- (Sam) (Kam Ram)” ee (Kamen) 
PR) P=(m) PR) «Rd)-Hm-Drn  IRNIEHR] 
+ md AKT MERIH 
HYDE TI IE IR) 

+ 2) [WR + Art TIS]. 

Setzt man ferner 
MIR) + Mar R) = IR): Avı X), 
so geht der Ausdruck für by(x) in den folgenden über: 


a 


YVY(X) = IR | m»: ® DON) (x) + (m — 1)y_ı: PP-D(x): A, (x) 


(1) +(m-2),_a PP (x): A,(x)+...+(m-v+k)e: P(x)Ay_x(X) 
+..+(m—v+- 1, PX): Av-ı(X) + P(x)- 66) | 


wo 
a EHR  Di Hr Da Flo: WET Pr 
De ck.) X X — Anm 
au AHPıt Ps 1 A+Hpı+Pp;—1 A+Pm—ı+Pm—1 
ET es a) a ana) 


A+Pı+Ps+Pp3-2  MHPpitPstPp—2 
(X-24) (X-a,) (X-a,)  (X-a,) (X-3,) (X-2,) 
es A Da at pn 1 + Pn —2 

(X — Am-2) (X — An-ı) (X — Am)) 


A,)=IA— N) 


re a ee a u erh en ae Siem ehe he Sure Fe, Sehe a he 


MA=IA—N... A a Boytl 


KTUK— 3)... (RW) 
4 R + Pn—v+1 —+ Pm—-v-+2 are Day — 1 
(X U v1) (x a Am—v+2) .... (x Es) Am) 


Es mag hier übrigens bemerkt werden, dass man zu der 
Formel (11) auch durch folgende len ohne weitere 
Rechnung geführt werden kann. 

Geben wir, der Einfachheit halber, der Differentialgleichung 
(7), nachdem sie mit ® (v) multipliciert worden ist, die Form: 


deV dm-ıy 
Luw)-®(v)- dym In-ıv)®(W): dva-i 
dn—V 
(12) Er) rein. 


DE NED VO 


Nach unserer Annahme soll diese Gleichung identisch sein 
mit der Differentialgleichung (5?) dieses Paragraphen. Dem- 
nach werden sowohl (5?) als auch (12) einen gemeinschaft- 
lichen integrierenden Faktor haben, den wir mit W be- 
zeichnen wollen. 


ua 


Nun lautet bekanntlich die Differentialgleichung des inte- 
srierenden Faktors der Gleichung 12: 


du Em (v)-Bv)-W] , dan, om)- W 
dym v3 dym-ı ar 


ARMOR TOR 
dv 


(13) 
+L.(v) P?v) - W=0, 


oder mit Rücksicht auf die Bedeutung der Funktionen L(v): 


a a 
(14) 0 | 
+q(v):A,(v) el +...+4(V)  An(v) P(W)W=0. 


Ferner hat die Differentialgleichung des integrierenden 
Faktors der Gleichung (52) die Form: 


a) Pen ger I +... + tale) W |=0 


Setzt man in (14) und (15) die Coefficienten der entspre- 
chenden Derivierten von W einander gleich, so erhält man 
für Dy(x) denselben Wert, wie bei der obigen Rechnung. 


Die Substitution des Ausdrucks (6) in das Integral (2) er- 
gibt den folgenden Wert dieser Funktion: 


h, 


m 


yo vi ens)aHr Van 
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16). urn (V— ae dv 


h, 
x 3 (u—-v)A1 (u-a,)Pp=1(u-a,)P1.... (u-a,) m" du. 
23] 


Durch dieses Integral wird eine Lösung einer Differential- 
gleichung n- m! Ordnung dargestellt, deren Form durch 
Gleichung (1), und deren Coefficienten durch (11) bestimmt 
sind. 


u 
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Es handelt sich nunmehr um die Begründung unserer 
‘ Annahme, dass die Grösse M für v=g, und v=h, zum Ver- 
schwinden gebracht werden könne, während g, h, zwei der 
obenerwähnten Werte 

u an Pa RR 
bedeuten. 

Zunächst erkennt man, dass die Grenze x, vermöge der 

schon früher erwähnten Ungleichheit 

I—nm>o, 
immer angewendet werden darf, oder mit anderen Worten, 
dass für v=x an Stelle von V jedes Integral der Gleichung (7) 
des $ 3 in den Ausdruck (2) $ 3 substituiert werden kann. 

Ebenso wenig kann V beschränkt werden, wenn wir für 
&, h, Werte aus der Gruppe u, wp=m-+1l, m+2, 
4... (m--n—1), annehmen. Da nämlich die Funktion V an 
allen diesen Punkten eindeutig ist, so bringt die Substitution 
irgend eines beliebigen Integrals der Differentialgleichung (7) 
den Ausdruck M zum Verschwinden, wenn die Ungleichheit 

pr —m+1>0 firpe=m+1, m-+2,...m+n—1 
erfüllt wird. 

Anders verhält es sich mit der Wertgruppe a, (v=1,2...m). 
Bei diesen Punkten ist bekanntlich die Funktion V zerlegbar 
in ein mehrdeutiges und m —1 eindeutige Integrale. Man 
erkennt nun sogleich, dass durch die Einführung eines ein- 
deutigen Integrals in den Ausdruck (4) $ 3 die Grösse M 
nicht Null wird. Hingegen bringt, wenn man die Annahme 
macht, dass 

A+p—-m+2>0 v=1,2,....m 
sei, die Substitution des mehrdeutigen Integrals den Aus- 
druck M für v=a, zum Verschwinden. In diesem Falle hat 
nämlich die niedrigste Potenz von v—a, den Exponenten 
A+p—m-+2. 


a. re 


In der Umgebung des singulären Punktes v=« hat die 
Differentialgleichung (7) m mehrdeutige Hauptintegrale, von 
welchen m —1 den gemeinschaftlichen Anfangsexponenten 
%—1 und eines den Anfangsexponenten A+p, +Pp+--- 
—+ Pm —1 besitzen. 


Werden diese Integrale in den Ausdruck (4) $ 3 einge- 
setzt, so verschwindet die Grösse M für v=&» unter An- 
nahme folgender zwei Bedingungen: 


IH-R4+ Pati + Pnt2 +: + Pnan-ı nam +m—1<O 
und I++Ppı +Pp-+:-:--+Pm+ Pn+ti + Pmt2 +: - 
+ Pu+n-ı — nam +m—2<(. 


Hieraus folgt, dass das Integral (16) $ 3 für die ver- 
schiedenen Werte von g,, h,, &, h, die einzelnen particulären 
Lösungen der linearen, homogenen Differentialgleichung 


n.m*® Ordnung Nr. 1$ 3 darstellt. 


Bei der Aufstellung der Hauptintegrale dieser letzteren 
Gleichung in der Umgebung der singulären Wertstellen sind 
die Beschränkungen zu berücksichtigen, denen die Funk- 
tion V unterworfen ist. Nachstehendes Schema soll die Ueber- 
sicht über die Funktionszweige bei den singulären Punkten 
erleichtern. 


Schema. 


m m 


P(u,v,x)=W-x) Iy— ....(V — Re > 


x(u— iR (u — a)ıTl,..u— > 


I. Hauptintegrale, welche in der Umgebung eines singulären 
Punktes aus der Gruppe  v=1, 2....m) vorkommen. 


a) mehrdeutiges Hauptintegral: 


7 dv- en Plu,v,x) du. 
a, a, 


Bine 


b) eindeutige Hauptintegrale: 


1. m— 1 Integrale von der Form: 


SWS ve v, x) du, 


wo für n die Werte 1,2...v—1, v+1....m zu substi- 
tuieren sind. 


. (n— 1)m Integrale von der Form: 


© h, 
"fa dv: nf B(u,v,x) du 
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wo g sämtliche Werte m+1, m+2,...m+n-—J], 
und v die sämtlichen Werte 1, 2...m annimmt. 


II. Hauptintegrale in der Umgebung eines singularen Punktes 


aus der Gruppe au (n=m-+1, m+2,..m+n—|]), 


a) m mehrdeutige Integrale: 


b) 1. 


x h, 
en av f B(u, v,x) du. 
ey. 1 


m eindeutige: 


SS ro 9a 
Ay Ay 


Dh, 2... use 


. m(n — 2) eindeutige: 


(0) h, 
ae) ®(u,v,x)du, 
am 81 
wnm=m+1l,m-+2,..p—1l, e+1,...m+n—1 
zu setzen ist. 


N 


III. Hauptintegrale in der Umgebung des singulären Punktes 
RE= 8 
Mehrdeutige Hauptintegrale: 


l. ein Integral von der Form: 


Sf To v» du. 


2. m— 1 Integrale von der Form: 


x a 
Di oh P(u,v,x) du, 
[00] an 


wo l und p zwei Werte aus der Reihe 1, 2,...m be- 
deuten. 


3. (n— 1)m Integrale von der Form: 


a, V 
> if P(u,v,x) du, 
Al, Ay 


worin pn. sämtliche Werte m+1, m +2,....m+n—1; 

y sämtliche Werte 1, 2, 3....m annimmt. 

Auch hier muss bemerkt werden, dass in den Fällen, wo 
über die Grenzen: g, und h, nicht besonders verfügt ist, ein 
beliebiges partikuläres Integral der Gleichung (7) für V ge- 
setzt werden darf. | 

Auf das Verhalten dieser Integrale soll, ähnlich wie in 
$ 2, im nächsten Paragraphen eingegangen werden. 


sn 
Wir stellen wiederum die drei Grundformen von Integ- 
ralen auf, welche alle einzelnen Fälle des obigen Schemas 
in sich begreifen. 
Dieselben lauten: 
h 


(1) % — x)1.Q(v)dv- 
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h, 


(u— v)A-1P(u) du. 


a 


B.S h, 


(2) yn (v—x)1Q(v)-dv 2 (u — v1. P(u) du. 
(3) (v—x)T1.Q(v) dv- (u— v)A=1.P(u)du, 
u v y v u 


wo 


ANERaa) l an) 


Plu)==(u 


? 


a,)Pırllu — a,)Prt.,... (U — Am ) m 


Bei den als eindeutig angeführten Integralen unseres 
Schemas erkennt man diese Eigenschaft sofort aus dem Um- 
stand, dass die x-Curve den Integrationsweg weder schneidet 
noch umschliesst. Da nämlich in jedem dieser Fälle der Inte- 
grationsweg von einem anderen, als dem umschriebenen singu- 
lären Punkt nach dem Unendlichen geht, ohne den letzteren zu 
durchschneiden, so kann die Variable x einen Weg um den 
betreffenden singulären Wert beschreiben, der vollständig aus- 
serhalb der Integrationslinie liegt. Dementsprechend nimmt 
die Funktion, bei einer Umschreibung des singulären Punktes, 
ihren ursprünglichen Wert wieder an, ist also eindeutig. 

Das für x= a, mehrdeutige Hauptintegral Ia entspricht 
dem Integral (3) dieses Paragraphen. Lässt man die Variable v 
eine Curve um a, beschreiben, so nimmt das Integral: 


fe (u— v)A-1.P(u)du, 


da P(u) wie eine Potenz (u — a,)'” mehrdeutig ist, den 


Br 
Faktor e EB 


auf. Beschreibt nun ferner x einen Umlauf 
um a,, so wird nach demselben, da @(v) in Bezug auf a, 


. u, . . 2riA+l+Pp,) 
eindeutig ist, das ganze Doppelintegral einen Faktor e 2 


angenommen haben, womit gezeigt ist, dass es wie eine Potenz 
(x — ay)Itı+P, 


- mehrdeutig ist. 


> a WER 


Das mehrdeutige Hauptintegral II ist analog dem Inte- 
gral (2) dieses Paragraphen. Beschreibt v einen Umlauf um 


den singulären Punkt au, so bleibt das Integral 
h, 


vs (u—v)A=1.P(u)du 


ungeändert, dagegen nimmt die Funktion @ (v) den Faktor 


e "PP auf. Da nun ferner, wenn x den singulären Wert au um- 
kreist, der Faktor e?"!! hinzutritt, so unterscheidet sich dem- 
nach der neue Wert des Doppelintegrals von dem ursprüng- 


lichen um den Faktor Bi Ws d. h. das Hauptintegral II 


ist in der Umgebung des Punktes x= au wie eine Potenz 


Ka) 


mehrdeutig. Es existieren m benachbarte Funktionszweige, 
welchen diese Eigenschaft zukommt. 

Dieselben Betrachtungen gelten für die Hauptintegrale 
in der Umgebung von x= =. 


Lässt man u eine Curve um den Punkt & beschreiben, 


1 zri Ar 
so nimmt P(u) den Faktor e TP+Pa+ + P,,) 


uff (a — v)A-1.P(u) du 


2ttiA+Pı+Pst+ -:-+P 


auf, das Integral 


ändert sich um den Faktor e m’; die Funktion 


ı ei 2ri(p +Pp 
Q(v), bei einem Umlauf von v, um den Faktor e +1 m+2 


2  FPmn—1), dazu tritt, wenn x denselben Weg beschreibt, 


der Faktor ger woraus folgt, dass das er, II 1 
für x=w wie eine Potenz 


uhr N nt 


mehrdeutig ist. 

Beschreibt wiederum die Variable v einen Weg um den 
unendlich fernen Punkt, so wird die Integrationslinie des 
Integrals 


EN, 


a1 


fe (u—v)A! P(u) du 


p 


von demselben eingeschlossen, und folglich nimmt das Inte- 
gral den Faktor e?"% auf. Da ferner die Funktion Q(v) sich 
wiederum um den Faktor e mt" ?m+42*  HPn+n—ı) ändert, 
so nimmt das Doppelintegral III2 den Faktor 


RTLFAEP ıtP 


m-+ m+27 rar m-+n—ı1) 


auf, wenn x einen Weg um den unendlich fernen Punkt 
beschreibt, d. h. das Integral ist mehrdeutig wie die Potenz 


atom mat tn +n—1, 


Es existieren m—1 Integrale, welchen die gemeinsame Eigen- 
schaft zukommt, für x = © wie die vorstehende Potenz mehr- 
deutig zu sein. 


Hinsichtlich des Integrals IIl3 erkennt man sofort, dass 
die x-Curve den Integrationsweg umschliesst, und dass 
demzufolge das Integral, bei einem Umlauf der Variable um 
©, den Faktor e?®! aufnimmt, d. h. wie die Potenz 

Sn 
mehrdeutig ist. (n—1)m Funktionszweigen kommt diese Eigen- 
schaft gemeinsam zu. 


Um die Anfangsexponenten der mehrdeutigen Integrale 
des Schemas in $ 4 zu erhalten, müssen auch hier für 
die Integrationsvariable gewisse Substitutionen eingeführt 
werden, derart, dass die Integralgrenzen auf O und 1 gebracht 
werden. Die in diesem Paragraphen abgeleiteten Anfangsex- 
ponenten unterscheiden sich von denjenigen der Integral- 
funktionen um ganze Zahlen. 


Die Funktion y, welche der Differentialgleichung n - m!* 
Ordnung Nr.1$ 3 Genüge leistet, hat folgende Eigenschaften: 


1) sie hat keine anderen singulären Punkte als a,,a, .... 


a a 


2) ihre singulären Werte zerfallen, dem Verhalten der 
Funktion gemäss, in drei Gruppen; 

3) die erste Gruppe umfasst die Punkte a, % .... Am- 
In der Umgebung eines dieser Punkte kann y zerlegt 
werden in die Summe zweier Funktionen, von denen 
die erste einer konvergenten, die ganzen positiven Po- 
tenzen von (x—-ay) enthaltenden Reihe mit nm — 1 will- 
kürlichen Coeffiecienten gleich ist, während die zweite 
durch Division mit einer Potenz von (x—.ay,) in der Um- 
gebung des Punktes a, eindeutig, endlich und von Null 
verschieden wird; 

4) die zweite Gruppe enthält die Punkte amzı - . - » Am+n-ı. 
In dem Bezirk eines dieser Punkte kann y ebenfalls 
in die Summe zweier Funktionen zerlegt werden, von 
welchen die eine durch eine konvergente, nach ganzen 
positiven Potenzen fortschreitende Reihe mit (n— 1)m 
willkürlichen Coefficienten, die zweite durch eine, nach 
Division mit einer Potenz von x—ayu eindeutige Reihe 
mit m willkürlichen COoefficienten dargestellt wird; 

5) für den singulären Wert x= w kann y zerlegt werden 
in die Summe von drei Funktionen, welche sämtlich 
wie Potenzen von x mehrdeutig sind, und von denen 
die erste (n—1)m, die zweite (m—-1), die dritte eine 
willkürliche Constante enthält. 

Es ist zu bemerken, dass vorausgesetzt wird, dass die 
Grössen 1, 1-+ pp, 1+A-+ ps etc. keine positive oder negative 
ganze Zahl oder Null bedeuten. Hierdurch werden loga- 
rithmische Integrale ausgeschlossen. 


8 6. 


Wir wollen nunmehr wieder zu dem Fall einer Differential- 
gleichung 2n!® Ordnung zurückkehren; jedoch soll die Funk- 
tion, welche derselben Genüge leisten soll, etwas anders de- 


ui OD ie 


finiert werden, wie die des $ 1. Wir wollen nämlich fest- 
setzen, dass die neue Funktion folgende Eigenschaften besitzt: 


1) sie ist die allgemeine Lösung einer linearen, homogenen 
Differentialgleichung 2n!® Ordnung; 

2) sie hat nur dien 1 singulären Punkte a,, a, .... 0; 

3) in der Umgebung der beiden ersten singulären Werte 
kann sie zerlegt werden in zwei, wie die Potenzen 
She) re und (x— RL MER (v„=1, 2) mehr- 
deutige und in 2n —2 eindeutige Integrale; 

4) in der Umgebung der n— 2 übrigen endlichen singu- 
lären Punkte soll sie zerlegt werden können in zwei 
mehrdeutige Funktionszweige mit der gemeinsamen An- 
fangspotenz (ga ur” und in 2n—2 eindeutige 
Funktionen; 

5) für den Bereich der grossen Werte von x sollen die 
Bedingungen des $ 1 beibehalten werden. 

Wir fragen nach der Form der Differentialgleichung, 
welcher diese Funktion Genüge leistet. 


Bezeichnen wir durch a- irgend einen der endlichen sin- 
gulären Punkte. Für jeden dieser Punkte wird sich ein 
Gleichungssystem aufstellen lassen, welches der Bedingung 
entspricht, dass in der Reihe 

y=o+t4[(— a) +9, &—a)’—+....... 
die 2n—2 ersten Coefficienten willkürlich sind. Dieses 
System von Gleichungen lautet: 
"Ran (ar) = 0, 
Ehen (ar) = 0, "Ron-ı (ar) = 0, 
*R"gn(ar) = 0, *R’an—ı[ar) = Ö, "Ron—2 (ar) = 0, 
aa 0 FR, ara) =O ER (au) = 0, *R,(ar) ==0. 

Demnach wird die Funktion *Rx(x), deren Wert aus dem 

8 1 zu ersehen ist, den Faktor 


= 


(x— a)? (x — 3)? (x — a) ...... (x — 2)" 
enthalten, d. h. der allgemeine Üoefficient der Differential- 
gleichung 


day Fa) dRTiy Sana) dRTÄy 


dx?n *y(x) dx N dx er 
1 f. a(n—1) (X 
" u ne y=d0, 


IX (X — Ay)], 
welche in diesem Fall die allgemeine Form unserer Gleichung 
vorstellt, wird durch das Produkt 
& — 34) &—3)..... &—- a)? = [oß))* 
teilbar sein. Da dieser Coefhicient fkm-ı) (x) von der k(n —1)!e® 
Ordnung ist, so hat der restierende Faktor die Ordnungszahl: 
kn—1l)—n:k—2)=2n—k, 
so dass wir folgende Gleichung haben: 
fr, (8) = Holz)? pn xl). 


Demnach können wir die Gleichung (1) auch schreiben: 


da da-1 d 
2) *o2n(X) + *on1(8): re Eu 
+H0&)y=0, 
worin 
Fon (X) = (X u (X — 3) (X — 3)... .... (X — Ay)” 


und allgemein *p.(x) eine ganze Funktion von x vom k!“ 
Grade bedeutet. 
Da nun die neue Funktion in Bezug auf ihr Verhalten 
in der Umgebung von x=%» sich nicht von der des $ 1 
unterscheidet, so wird an der Relation (4) $ 1 nichts geän- 
dert und die Differentialgleichung (2) nimmt folgende Ge- 
stalt an: 
2n ®n—1 
0 [m + | 
(3) ko 
+, Dr | nk Daten) 


k=2n—2 


a 2, 
+ nk Din-x-ı Hp 60) 


(5) u ee | en 
worin 
OR) = "on X) = R— a) 3)’(X 
Wenn man ferner der Grösse *q(v) die Bedeutung gibt: 
um) re. 
und»die Coefficienten der Gauss’schen Gleichung 2* Ordnung 
mit dem Produkt 


a3)” ++. (XK— I). 


rel en 


multipliciert, so führen die weiteren Betrachtungen des $ 1 
zu folgenden Werten: 


RER Ka Ra)... Ran)’ 
*b() er “ R 
(3°) *o(x) Bar 2L,ß )+ A, &) 
R) ne x * 2 x ® 
Fa) = als) + *Lu@) Aula) + Au), 


worin A,(x), A,(x) dieselbe Bedeutung wie im $ 1 haben, 
während 
Een DEE Dn... Milan, Dt 
z x—au X, X, X — An 
*L,9)=*L,&) + *L’R) 


ist. Setzen wir nun 


a rl en! „V 


so lautet das für y anzuwendende Integral 


h, 
ES 
G.22.% N | 
| un 


av aa) ua," du. 


Sı 
Wir haben nun weiter nach den Bedingungen zu fragen, 
unter welchen die Grösse M für die einzelnen Integralgrenzen 
verschwindet. 


ee 


Dass M für v=x verschwindet, liegt in der Ungleichung 
%,—2n>0 
begründet. 

Ferner ersieht man, dass für v=a, und v=4,M=0 
wird, wenn man für V sowohl das bei diesen singulären 
Punkten mehrdeutige als auch eindeutige Integral der Diffe- 
rentialgleichung (6) $ 1 einsetzt, vorausgesetzt, dass die Be- 
dingungen 

pı+ pP +%—1>0, pP +p+%—1>0, pı>0, p,>0 
erfüllt sind. Für die Werte a,, &,-..&n, bei welchen das 
Integral V auch in diesem Falle eindeutig ist, bedingen die 
Ungleichheiten 


das Verschwinden der Grösse M. 


Für v=o wird das Verschwinden von M durch die Un- 
gleichheiten 


ktrtpı Hp tp+tPpt- +Ppa—2n+1<0 
nt iz ui OR a ah le + Pa —2n<0 
bedingt. 


Die Hauptintegrale der Differentialgleichung (3), welche 
bei den singulären Punkten vorkommen, sollen in nachstehen- 
dem Schema zusammengestellt werden. 


Schema. 
Qu, v, )=(v—x)et(v—a)ıt(v—a)Pri(v — a,)Pse2 


8 
ee (a) u vie Sea 2 Rn. 


I. Hauptintegrale in der Umgebung von x = a,. 
a) 2 mehrdeutige: 


x ch, 
BR dv. 48 "Da, vx)au. 
a 81 


b) 2 eindeutige: 


{eo} hj, 
sk dv if *O (u v,x)du 
ag 51 


2n— 4 eindeutige: 


h, 


ke Vf *Q (u,v,x)du 
a, 51 


W—B, A... 


II. Hauptintegrale in der Umgebung von x =a.. 


a) 2 mehrdeutige: 


x h, 
N dv N 2. du. 
Ay 81 


b) 2 eindeutige: 


Re) un 
uf dv fh *QD (u, v,x) du 
a 81 


2n — 4 eindeutige: 


[eo] h, 
fe uf "2 (u.wsz.du 
a, 81 
wea) 


Po 


III. Hauptintegrale in der Umgebung von x= a, 
Wh 9, 


a) 2 mehrdeutige: 


x h, 
4 dv EN *Q (u, v,x) du. 
a, 81 


b) 2 eindeutige: 


& hı 
TR vr *Q (u, v,x) du, 
“4 81 


a 


2 eindeutige: 


[0 ) h, 
SWS *Q (u, yx) du, 
a? & 


2n—6 eindeutige: 


© h; 
Wü dv ff *Q (u, Vv, x) du 
%1 81 


3, 4, Aa. va ın.n. n. 


IV. Hauptintegrale in der Umgebung des Punktes x = «. 
2 mehrdeutige: 


A, 


DE IE Le Ra I da.! 


2n —2 mehrdeutige: 


Ak hj 


Sue fW (u, v,x) du; 
a; 81 


a; und ax bedeuten zwei beliebige der Werte 
Bu Ay a 

Die Grenzen g, und h, sind in diesem Schema unbestimmt 
gelassen worden, da nach den vorhergehenden Untersuchungen 
keine Beschränkungen derselben notwendig sind. Man kann 
in jedem Falle zwei beliebige der Werte 

A, Ay, 00, V 
dafür substituieren. 

Bezüglich der Untersuchungen über die Ein- oder Mehr- 
deutigkeit dieser Integrale verweisen wir auf die Bemer- 
kungen des $ 2, müssen jedoch auch an dieser Stelle be- 
merken, dass dieselben nur über die Art der Mehrdeutigkeit 
der betreffenden Integrale Aufschluss geben. Um die Anfangs- 
exponenten der mehrdeutigen Integrale zu erhalten, hat man 
durch geeignete Substitutionen die Integralgrenzen auf O und 


ur 
1 zu bringen. Alsdann erkennt man die zu Anfang dieses 


Paragraphen behaupteten Eigenschaften der allgemeinen Lö- 
sung unserer Differentialgleichung. 


Sit, 
Es soll nun wieder der allgemeinere Fall einer Differen- 
tialgleichung n:m!® Ordnung untersucht werden, und zwar 
geben wir RE wieder die allgemeine Form: 


9 [am + | 


+ | O-nm+ 1, eo" (SD) +(l—nm+1),V', + | u rt 


— un + (— 1)” R — nm + m — 1)m "0% (x) 


+(l-nm+m- Mad R=-d(x)+...+-nm+m-1)*Vn-ı[X) 


() ee 8) | ER 


en 


= 52 Dem | dk — Danger x) 


k=nm—m—1 


+ (l— k— Nam 1" y TH (K)+ ..... 
ie d'y 
+ k— Dann: *ln anka) (x) | I = 0, 
won und m beliebige positive ganze Zahlen bedeuten, welche 
der Bedingung genügen 
Dem. 0: 

] wiederum eine Constante und *o(x), *b(X).....*bm(xX) ganze 
Funktionen vom nm!®, nm — 1! ..... nm — m*® Grade vor- 
stellen. 

Der Differentialgleichung werde genügt durch eine Funk- 
tion: 


k 
(2) yE= af. vox)1.B dv, 
82 


in welcher *W eine Funktion von v allein bedeutet. 


Wenn wir nun ganz analog zum $ 3 verfahren, so er- 
halten wir schliesslich als Resultat der Substitution von (2) 
in Gleichung (1) eine Differentialgleichung m!“ Ordnung. 

dm rp(y):*B) _ Amin) #B] | 
en tree 


(8) 
+ pa a, ern = 


Hierbei wird vorausgesetzt, dass die Grössen g, und h, 
in der Art gewählt werden, dass der Ausdruck 


*M = |— nm + m — Nn-ı(y -)mm*o(v)- "BD 


— (— nm +m— 1)n-3(v —x)mmHl Ba — *W, 8] 


DIT 5 * 
+ l— nm + m — 1)u-3(v — x) mm+2 Pag 


Eee zur EL "u, rs] N (— ie (v Re NT 


de-1 * +7 de—2 * } * 
Se oa er 


dvm—2 


für v=g,, h, verschwindet. 
Setzt man in die Gleichung (3) für *B den Wert 


AM an a a (y — ee 
p_—m 


NE An) eva 


und ordnet dieselbe nach den Derivierten von V, so erhält 
man folgende Gleichung: 


d*ow)*Pm)]JAr=V 
dv NE 


+ Pr nn, N 


da 
a Pi |) Prim, 


(6) 
deP*ow)-*Piv)I] du—eV 


a0 dv? dya2 


“70.0.8 2.0.78 VON LEE 


=: 


+ De uam u, 


d’ . m—2\V *pP ‚G 
(5) & (2), 


N N Sr TON .vZa 


Stellt man nun die Bedingung, dass diese Differential- 
gleichung identisch sei mit der Differentialgleichung der all- 
gemeinen hypergeometrischen Funktion m!“ Ordnung, welche 
in Nr. 7 8 3 gegeben ist, und schreibt letztere in der Form: 


de dua—1V 
Lu lv): *0) Sn — nis) HB) 
6 a asdV 
) A Lara‘ un —,..-+ (— jyaril, (vw) .*@ (v) as 
+ (—- 2)#L.W) *O(v)V =0, 
worin 
+ (v)= (v— a)?" u... (UV — a)” m (v— Am) mH ...(V — a,) 


ist, während Lu(v), Lm-ı(v)... Lo(v) dieselbe Bedeutung wie 
in Nr. 12 $ 3 haben, so erhält man eine genügende An- 
zahl von Bestimmungsgleichungen für die Funktionen *o(x), 
RD) PR). 

Zur direkten Ermittlung dieser Grössen kann man wieder 
die Differentialgleichungen des gemeinsamen integrierenden 
Faktors W der Gleichungen (5) und (6) zu Hülfe nehmen. 
Sie lauten: 


Er N 


Los» 002 200 LE 


ut lv) W. mr 


dym—ı 
und 
de [L„(v)-*Plv)-W] de-![Ln-ı(v)*®(v): W] 
EIER NIT VE FL NER SAN 
EN dva-i 


Lv): en W] 


(8) 
+L,(v):*D(v):W=0. 


Re 


Die letzte Gleichung kann auch geschrieben werden: 


def*@(v). W 5 
er A 


+q(v):-Aulv): *Bv)-W=O. 
Die Grössen q(v), Av(v) haben dieselben Werte wie im $ 3. 
Setzt man in (7) und (9) die Coefficienten entsprechender 
Ableitungen einander gleich, so erhält man folgende Werte: 
Folk, = Ra 


ADLER) En | (m),*@®(x) + *P(x)- A,(x) 


(m), "DS Hm) Aus) DR): Au) 


am) (X — Amt1)® -... (X An)? 


rer ae ET, Te ae N ae er a ee Verena ine Ze Ge 7750 a So RE Eee 


X) y 
MO Bi DE) + m DuBCR)- Aula) 


+(m -2)y_2FPOIx): A,x)+...+(m-v+k)*PO(K)Ay_x(X) 
+....+ (m —v+1)*P (x): Ay_ı(x) + *Plx)- Aka) 


(10) 


U EHE Var Saar va; WET Wear 2077 TER Yanlır SE er TEC) Te SEHE, DEnEL ee er Baer tn, VE Ser ee En re u ae Be 


+ *P(x): Am ee ; 


Eine Vergleichung der Ausdrücke (10) mit Nr. 11 83 
zeigt, dass die Verschiedenheit der Funktionen Wy(x) und 
*yy(z), @(x) und *o(x), mithin auch der Coeflicienten der 
beiden Differentialgleichungen n -m!® Ordnung, einzig und 
allein durch die Verschiedenheit der Potenzprodukte ®(x) 
und *®(x) bedingt ist, welche für die beiden Differential- 
gleichungen charakteristisch sind. 

Trotz der einfachen Darstellung der Ausdrücke Ly(x) und 
*by,(x) durch die Potenzprodukte, dürfte es doch für den prak- 
tischen Gebrauch dieser Formeln ‚angemessen erscheinen, 
ihnen eine Form zu geben, welche sie zur Differentiation 
geeigneter macht. Zu diesem Zwecke setzen wir: 


Er 


D(x)=®(x) ee BR 8 | _ ®(x):L,(x) 


— Ami X-Am-+2 x Am+n— 


D(x)= Dix) 110) +L,(x): Li) 


— &(x):L,@) 


2) =) LH LS L,R)| = DR): Lu) 


298) = 28) | Ur) + Lu) Lu) = 26) Li) 
und entsprechend: 


DT Top Seren Zu = ER TE 
1 


ar = 9x) *L,(8) 


+2 


(x) *Q(x) 


*L,(x) + *L,(x)-*L,(x) | —*@(x)-*L,(x) 


a LEE N u u ER Er a Me Sk ck EEE Sager TYar ET er BET Tr Sr Se ; 


DÜR)=*PKR) | L_1&) + "LOL = PR) *Lo,(&) 


und erhalten: 
wi) 
ax) 
+ (m 2)y_a : Iv_2(&) - A,(X)+...+ (m-v+k)e : Lu(X)Av_ı(x) 

+ ...+(m —v+ D,LX(&)Aa_ı&) + Av) 
A) 
“ox) 
+(m-2)y_s*Ly_2(x) - A,(x)+...+(m-v+k)k : *Lx(xX)  Av_ı(X) 
+...+(m—v+1) -*L,(&): Av_ı(X) + MR). 


— (m) : Lv(x) + (m — Dy_ılv_ı(x)  A,(x) 


(10°) 


= (mv „*L, (x) — (m —— 1)_ı . *L,_ı(x) . A,(x) 


Substituieren wir den Wert von *B aus Gleichung (4) 
in (2) dieses Paragraphen, so nimmt das allgemeine Integral 
der Differentialgleichung (1) die Form an: 

+ 


er. 


h, 
y= ( Wie are 
82 
1) 8 Au 1%), m Aut Re FLY a.) de 
h, 
— —_ en “1 
(u—v)\ (eh) urtas® Kay (U— an) ® du. 
81 


Um die Hauptintegrale in der Umgebung der singulären 
Punkte zu erhalten, sind als Integralgrenzen an Stelle von 


8,, h, die sämtlichen singulären Werte 4, 3, .... 1, © und 
die unabhängige Variable x anwendbar, während für 9, h, 
nur die Werte 3, A,.... Am; &, v in Betracht kommen. 

S 8. 


Wir müssen nunmehr auch für diese zweite Differential- 
gleichung die Frage beantworten, unter welchen Bedingungen 
die Grösse *M für v=g,, h, verschwindet. 

Zunächst ist zu ersehen, dass die Grenze x immer ange- 
wendet werden darf, wenn 

I—nm>0. 

Für V darf alsdann jedes Integral der Gleichung (7) $ 3 
in (11) $ 7 eingesetzt werden. 

Da ferner V an einem der Punkte x p=m-+1....n) 
eindeutig ist, so darf auch hier unter der Bedingung 

m u 
für V jedes beliebige Integral der Differentialgleichung (7) 
eingesetzt werden. Der Ausdruck *M verschwindet unter der 
gestellten Bedingung. 

In der Umgebung von v=a,u=1,2.... m) ist V zer- 
legbar in ein mehrdeutiges und m— 1 eindeutige Integrale. 
Diese sämtlichen Werte bringen *M zum Verschwinden, wenn 
die Ungleichungen: 

App +py—m-+1>0 und 


Pycm 920 
berücksichtigt sind. 


- 


A 


Damit ferner der Ausdruck *M für v=w verschwinde, 
müssen die beiden Bedingungen 


I+A-+pı+pR + :.-+Pm-+Pm+ıt:-- + Pan —nm+m—1<O 
I++p+Pp+:.-Pn+pı+tpr+ :---- +Pm+ Pmtit....: 
+Ppn —nm+m—2<0 

erfüllt sein. 


Werden diese Bedingungen berücksichtigt, so hat man 
in dem Ausdruck (11) des vorigen Paragraphen die Lösung 
einer homogenen linearen Differentialgleichung nm!“ Ord- 
nung mit n endlichen singulären Punkten, deren Form in 
Gleichung $ 7 Nr. 1 gegeben, und deren Coefficienten ver- 
mittels der Ausdrücke (10) $ 7 vollständig bestimmt werden 
können. 

Wir stellen wieder ein Schema derjenigen Hauptintegrale 
auf, welche in der Umgebung der singulären Wertstellen 


vorkommen. 
Schema. 
+85 (u,v, x)=(v—x)-1(vs- a,)PıruH,,, 
(mean) a (v PAIR 0 SE (v—3a,) 2 
x (u— vu — a)Pı=l(u— a,)e1..... (u— a 


I. Hauptintegrale in der Umgebung eines singulären Punktes 
aus der Gruppe » v=1, 2... m), 


a) m mehrdeutige: 


h, 


‚P dv uf Bu, © xyddu, 
Ay 81 


b) m(m—1) eindeutige: 


X h; 
uf *B (u, v, x) du, 
En 81 


wo n=l1, 2:../v—1,)y+lr...m. 


a 


(n— m)m eindeutige: 
© hj 
Je dv [re v,x) du. 
an 81 


II. Hauptintegrale in der Umgebung eines singulären Punktes 
aus der Gruppe u a =m+1,m-+2,..... n), 


a) m mehrdeutige Hauptintegrale: 


x h, 
a PruUsy, 2) Un. 
K 8; 


b) 1. m? eindeutige: 


En hj 
5 a *S (u, v, x) du. 
a, 81 


2. (n—m—.1)m eindeutige: 


NE) 0 v,x) du 
9m En 


n=m+l,m-+2,....e—1l,e-+l....n 


III. Hauptintegrale in der Umgebung von x=«. 


Mehrdeutige Hauptintegrale: 


1. ein Integral von der Form: 


Self r® v,x) du. 


2. (m — 1) Integrale: 


a 


x p 
vs if +, %, z)dn, 
je 0) a] 


wo ]l und p zwei beliebige der Wertel, 2....m bedeuten. 


3. m(n — 1) Integrale von der Form: 


a, h, 
Bf iv SDTD EVER) AU 
a, 81 


a; und a, sind zwei beliebige der Werte a,, A,....An- 


Nach den Untersuchungen dieses Paragraphen dürfen in 
all den Fällen, wo die Grenzen g,, h, unbestimmt gelassen 
wurden, beliebige partikuläre Lösungen der Gleichung (7) 
für V substituiert werden. 


Gehen wir nunmehr dazu über, die Integrale des vor- 
stehenden Schemas, welche die Funktionszweige von y bei 
den singulären Punkten darstellen, auf ihre Ein- oder Mehr- 


deutigkeit zu untersuchen. 


Denjenigen Integralen, welche als eindeutig angeführt 
sind, kommt die gemeinsame Eigenschaft zu, dass ihr Inte- 
grationsweg von der x-Curve weder geschnitten noch um- 
schlossen wird. Denn in allen diesen Fällen erstreckt sich 
der Integrationsweg von einem anderen, als dem umkreisten, 
singulären Punkt ins Unendliche. Da nun vorausgesetzt wird, 
dass die Integrationscurve nicht durch den umschlossenen 
singulären Wert hindurchgeht, so kann man die unabhängige 
Variable um letzteren eine Bahn beschreiben lassen, welche 
vollständig ausserhalb des Integrationsweges liegt. 


In der Umgebung des Punktes x=a, existieren m mehr- 
deutige Integrale von der Form I? des Schemas. Von diesen 
entspricht eines der Nr. 3 des $ 5. Beschreibt x eine Curve 
um a, so nimmt das Integral den Faktor 


%, Ti (A+P'y+Py) 


auf, d. h. es ist mehrdeutig wie die Potenz 


1 "+ 
ey) +A+P'ytPy 


Die übrigen m — 1 Integrale sind analog der Nr. 2 


Se 


des $ 5. Sie nehmen bei einer Umschreibung des Punktes 


ay den Faktor 
„ariler',) 


auf, d. h. sind wie eine Potenz 
I4+-p’ 
(X — 3,) : 


mehrdeutig. 


Derselben Form gehört das Integral II@ an; dasselbe ist 
wie die Potenz: 


(x — ay)'tPu 


mehrdeutig. In der Umgebung des singulären Punktes ay 
existieren m Funktionszweige mit dieser Eigenschaft. 


Beschreibt schliesslich x eine Curve um den unendlich 
fernen Punkt, so nimmt das Integral Illı, welches der Nr. 3 
des $ 3 entspricht, den Faktor 


A En rl A ae NR Cm 3 


auf. Bei dem Integral III2 kommt der besondere Umstand 
in Betracht, dass die Bahn der Variable v den Integrations- 
„p 
weg des Integrals u ...du einschliesst. Berücksichtigt man 
° 
dies und behandelt das Integral im Uebrigen analog zu 
Nr. 2835, so zeigt sich, dass es mehrdeutig ist wie eine 


Potenz 
Murau Aus; ER ae 


Bei den übrigen Integralen der Gruppe III wird jedes- 
mal der Integrationsweg eingeschlossen, wenn x den Punkt & 
umkreist. Demgemäss nehmen alle diese Integrale den Fak- 
tor e?"il auf, sind also mehrdeutig wie die Potenz xl. 

Es gibt (n—1) m Funktionszweige, welchen diese Eigen- 
schaft gemeinsam zukommt. 


Die allgemeine Funktion y, welche der Differential- 


EN ReER.._. 


gleichung $ 7 Nr. 1 Genüge leistet, hat folgende Eigen- 
schaften: 


1) 


2) 
9) 


4) 


5) 


6) 


sie ist die allgemeine Lösung einer Differentialgleichung 
n- m#e Ordnung mit n singulären Punkten, deren Form 
S 7 Nr. 1 gegeben ist; 

sie hat keine anderen singulären Punkte als a,, a,.... 
ET IRDELERERE An, 0; 

ihre singulären Werte zerfallen, dem Verhalten der 
Funktion gemäss, in drei Gruppen; 

die erste Gruppe enthält die Werte &,, &,.... am. In 
der Umgebung eines dieser Werte kann y zerlegt wer- 
den in die Summe von drei Funktionen. Von diesen 
ist die erste gleich einer convergenten, die ganzen po- 
sitiven Potenzen von (x—a,) enthaltenden Reihe mit 
(n— 1)m willkürlichen Coeflcienten. Die zweite und 
dritte Funktion werden nach Division mit bestimmten 
Potenzen von (x—3a,) in der Umgebung des Punktes av 
eindeutig, endlich und von Null verschieden, und eine 
derselben enthält (m— 1) willkürliche Coeflieienten ; 
die zweite Gruppe enthält die Punkte anıı .... a.. In 
der Umgebung eines dieser Werte ist y zerlegbar in 
die Summe von zwei Funktionen, von welchen die erste 
durch eine convergente, nach ganzen positiven Potenzen 
von (x — au) fortschreitende Reihe mit (n—1)m will- 
kürlichen Coeffcienten, die zweite durch eine, nach 
Division mit einer Potenz von x—ay eindeutige Reihe 
mit m willkürlichen Coeflicienten dargestellt wird; 

für den singulären Wert x=w kann y zerlegt werden 
in die Summe von drei Funktionen, welche sämtlich 
wie Potenzen von x mehrdeutig sind, und von denen 
die erste (n—1)m, die zweite (m—-1), die dritte eine 
willkürliche Constante enthält. 


Durch die Untersuchungen der vorhergehenden Para- 


graphen ist die Integration zweier allgemeiner Differential- 


ur Be 


gleichungen n : m!® Ordnung mit n+m— 1, resp. n endlichen 
singulären Punkten geleistet. Es ist gezeigt worden, dass in 
beiden Fällen die Reduction auf eine Differentialgleichung 
m*e® Ordnung möglich ist, welche mit der als bekannt an- 
genommenen Differentialgleichung der allgemeinen hyper- 
geometrischen Reihe identificiert worden ist. Es ist ferner 
dargethan worden, dass die endlichen singulären Punkte der 
beiden Gleichungen in zwei, wesentlich von einander ver- 
schiedene Gruppen zerfallen, welche durch das Verhalten der 
Funktion in ihrer Umgebung charakterisiert sind. 

Wir unterscheiden sie nämlich in solche, die schon in 
der Differentialgleichung mt* Ordnung vorkommen, und solche, 
die als neue singuläre Wertstellen der Funktion n: m!® Ord- 
nung auftreten. Der einzige Unterschied in den Grössen 
(x), W(x) und *o(x), "by (x) ist in der verschiedenen Be- 
deutung der Potenzprodukte ®(x) und *®(x) begründet. So- 
mit hängt die Verschiedenheit der Coeflicienten beider Dif- 
ferentialgleichungen nur von diesen Produkten ab. Was das 
Bildungsgesetz der Funktionen ®(x) und *®(x) angeht, so 
kann man sich dahin ausdrücken, dass jedesmal in dem Pro- 
dukt sämtliche singulären Werte vertreten sind, welche bei 
der Differentialgleichung m!” Ordnung noch nicht vorkommen, 
oder bei denen, wenn sie schon vorhanden waren, die Funk- 
tion y eine grössere Anzahl (m) von mehrdeutigen Zweigen 
besitzt, als die Funktion V, welche der Differentialgleichung 
mt Ordnung genügt. Wenn wir also annehmen, dass die 
Funktion y in der Umgebung eines singulären Punktes der 
ersten Gruppe nicht mehr einen, sondern m mehrdeutige 
Zweige besitzen soll, so wird dieser Punkt in dem Ausdruck 
des Potenzprodukts ®(x) vorkommen. Besitzt hingegen die 
Funktion nme Ordnung in der Umgebung des singulären 
Wertes a» nur einen mehrdeutigen Zweig (ebenso wie die 
Funktion V), so ist dieser singuläre Wert nicht in dem 
Potenzprodukt enthalten. 


u N 


So wie nun im Vorhergehenden die Difterentialgleichung 
mer Ordnung der hypergeometrischen Funktion als Grund- 
lage für die Lösung der beiden Gleichungen nm“ Ordnung 
benutzt worden ist, so können auch weiterhin diese letzteren, 
nunmehr als bekannt angenommen, zur Lösung von Differen- 
tialgleichungen der m-n-r!® Ordnung verwendet werden. 
Die Fortsetzung desselben Verfahrens wird dann zur Er- 
mittlung und Integration von Differentialgleichungen führen, 
deren Ordnung gleich dem Produkt aus beliebig vielen ganzen, 
positiven Zahlen ist. 

Der Verfasser behält sich vor, diese Erweiterung des 
Verfahrens zum Gegenstand einer später zu veröffentlichen- 
den Abhandlung zu machen. | 


Strassburg i. E., Januar 1890. 


zu Alone aufgenommen wurde. Zu Michaelis 1884 v ex 
er diese Anstalt mit dem Zeugnis der Reife, um sich während 
der folgenden zwei Jahre an der Universität Giessen mat 
matischen und naturwissenschaftlichen Studien zu widmen. 
Nachdem er sich während des Wintersemesters 1886/87 an 
der Universität zu Berlin ausschliesslich theoretisch-astrono- 
mischen Studien hingegeben hatte, bezog er zu Ostern 1887 
die Universität Kiel, welche er im Frühjahre 1889 verliess, 
um die Funktionen eines 2. Assistenten an der k. Unive 
sitätssternwarte zu Strassburg zu übernehmen. Während sein 
Studienzeit hat er an den Vorlesungen und Übungen. der 
Herren Professoren Doktoren teilgenommen: 


 BALTZER, FÖRSTER, FROMME, GLOGAU, HOFFMANN, Ken | 2, 
KRORN, KRUEGER, LAMP, LEHMANN, LEHMANN-FILH 
MÜLLER, NAUMANN, PAScH, PLANCK, POCHHANUER, Ss 
BECK, TIETJEN, WEYER. 


Allen diesen Herren, insbesondere er den Heren & 
fessoren POCHHAMMER und KRUEGER, spricht er für das ih 
so oft und reichlich bezeigte Wohlwollen hiermit sein er 
bindlichsten Dank aus. | | 


